
Многогранные углы



Теорема 1 (о сумме плоских углов трехгранного угла)
Теорема 1. В трёхгранном угле величина каждого плоского угла меньше суммы 
величин двух других его плоских углов.

Доказательство: пусть ∠𝐴𝑀𝐶 = 𝛾, ∠𝐴𝑀𝐵 = 𝛼, ∠𝐵𝑀𝐶 = 𝛽. 

Пусть ∠𝐴𝑀𝐶 – наибольший из плоских углов трёхгранного угла 𝑴𝐴𝐵𝐶.

𝑀𝐾: 𝑀𝐾 ⊂ 𝐴𝑀𝐶 и ∠𝐴𝑀𝐵 = ∠𝐴𝑀𝐾 = 𝛼

𝐹 ∈ 𝑀𝐵 и 𝐷 ∈ 𝑀𝐾: 𝑀𝐹 = 𝑀𝐷

∀𝛿: 𝐹 ∈ 𝛿, 𝐷 ∈ 𝛿; δ ∩ 𝑀𝐴 = 𝑃 и δ ∩ 𝑀𝐶 = 𝐸

∆𝑃𝑀𝐹 = ∆𝑃𝑀𝐷 по I признаку ⇒ 𝑃𝐹 = 𝑃𝐷

𝑃𝐸 = 𝑃𝐷 + 𝐷𝐸 = 𝑃𝐹 + 𝐷𝐸

по неравенству треугольника для ∆𝑃𝐹𝐸: 𝑃𝐹 + 𝐹𝐸 > 𝑃𝐸 = 𝑃𝐹 + 𝐷𝐸 ⇒ 𝐸𝐹 > 𝐷𝐸

𝛾 = ∠𝐴𝑀𝐶 = ∠𝑃𝑀𝐸 = ∠𝑃𝑀𝐷 + ∠𝐷𝑀𝐸 = 𝛼 + ∠𝐷𝑀𝐸

Рассмотрим ∆𝐹𝑀𝐸 и ∆𝐷𝑀𝐸 : 𝑀𝐸 общая, 𝐹𝑀 = 𝑀𝐷 и 𝐹𝐸 > 𝐷𝐸 ⇒ ∠𝐹𝑀𝐸 > ∠𝐷𝑀𝐸 ⇒

𝛾 = 𝛼 + ∠𝐷𝑀𝐸 < 𝛼 + ∠𝐹𝑀𝐸 = 𝛼 + 𝛽

чтд



Теорема 2 (о сумме плоских углов многогранного угла)
Теорема 2. Сумма величин всех плоских углов выпуклого многогранного 
угла меньше 360°.

Доказательство: Пусть 𝑆 = σ𝑖=1
𝑛 𝛼𝑖– сумма всех плоских углов 

многогранного угла 𝑴𝐴1𝐴2…𝐴𝑛. 

При каждой вершине 𝐴𝑖 имеется 3 плоских угла, пусть 𝛼𝑖1 и 𝛼𝑖2 - углы в 
«боковой грани», 𝛽𝑖 - угол в «основании». 

По теореме 1: 𝛽𝑖 < 𝛼𝑖1 + 𝛼𝑖2
σ𝑖=1
𝑛 𝛽𝑖 = 180° 𝑛 − 2

σ𝑖=1
𝑛 𝛼𝑖1 + 𝛼𝑖2 + 𝑆 = 180°𝑛

180° 𝑛 − 2 = σ𝑖=1
𝑛 𝛽𝑖 < σ𝑖=1

𝑛 𝛼𝑖1 + 𝛼𝑖2 = 180°𝑛 − 𝑆
S < 360°

чтд



Напоминание. Теорема о трех косинусах
𝛾 = ∠ 𝐴𝐵, 𝐵𝐷 - угол между наклонной и заданной прямой

𝛼 = ∠ 𝐴𝐵, 𝐵𝑂 - угол между наклонной и ее проекцией

𝛽 = ∠ 𝐵𝑂, 𝐵𝐷 - угол между проекцией наклонной и заданной прямой

cos 𝛾 = cos 𝛼 ∙ cos 𝛽

Можно использовать для нахождения угла

между скрещивающимися прямыми

(важно удачно выбрать плоскость 𝛿,

чтобы углы 𝛼 и 𝛽 легко вычислялись)



Пример использования теоремы о трех косинусах
Дано: правильный тетраэдр 𝑆𝐴𝐵𝐶
Найти: косинус угла между боковым ребром и
не пересекающей его медианой основания.
cos∠ 𝐴𝑆; 𝐵𝑀 =?
Решение:
𝛾 = ∠ 𝐴𝑆, 𝐵𝑀 - угол между наклонной и заданной прямой

⊿𝐴𝐵𝐶 р/c, 𝑆𝑂 ⊥ 𝐴𝐵𝐶, 𝑂 – центроид, 𝐴𝑂 =
2

3
𝐴𝐾 =

𝑎

3

𝛼 = ∠ 𝐴𝑆, 𝐴𝑂 = ∠𝑆𝐴𝑂 - угол между наклонной и ее проекцией

⊿𝐴𝑆𝑂: ∠𝑂 = 90°, cos 𝛼 =
𝑎

3𝑎
=

1

3

𝛽 = ∠ 𝐴𝑂, 𝐵𝑀 = ∠𝐴𝑂𝑀 = 60° - угол между проекцией наклонной и
заданной прямой

cos 𝛾 = cos 𝛼 ∙ cos𝛽 =
1

3
∙
1

2
=

1

2 3

𝜶

𝜷



Напоминание. Теорема о трех синусах
𝛾 = ∠ 𝐴𝐷, 𝛿 - угол между прямой (наклонной, лежащей в плоскости
одной из граней двугранного угла) и заданной плоскостью (второй
гранью двугранного угла)

𝛼 = ∠ 𝜏 , 𝛿 - угол между плоскостями (линейный угол двугранного угла)

𝛽 = ∠ 𝐴𝐷,𝐵𝐷 - угол между прямыми (наклонной и прямой
пересечения плоскостей, т.е. между прямой и ребром двугранного угла)

sin 𝛾 = sin 𝛼 ∙ sin 𝛽

Можно использовать для нахождения угла

между прямой и плоскостью



Напоминание. Пространственная теорема 
косинусов для двугранного угла

Утв 1. На гранях двугранного угла величины 𝜑 взяты точки 𝐴 и 𝐵, 𝐴1 и 𝐵1 -
проекции этих точек на ребро двугранного угла. 𝐴𝐴1 = 𝑎, 𝐵𝐵1 = 𝑏, 𝐴1𝐵1 = 𝑐

⇒ 𝐴𝐵 = 𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 − 2𝑎𝑏 cos𝜑

Доказательство:

𝐴1𝐶 ∥ 𝐵𝐵1, 𝐴1𝐶 = 𝐵𝐵1 = 𝑏
⟹𝐵𝐶 = 𝐴1𝐵1 = 𝑐

из  ⊿ 𝐴𝐴1𝐶 ∶ 𝐴𝐶2 = 𝐴𝐴1
2 + 𝐶𝐴1

2 − 2 𝐴𝐴1 ∙ 𝐶𝐴1 cos𝜑

𝐴𝐴1𝐶 ⊥ 𝑙, 𝑙 ∥ 𝐵𝐶 ⟹ 𝐴𝐶 ⊥ 𝐵𝐶

⇒ из  ⊿ 𝐴𝐶𝐵 𝐴𝐵2 = 𝐴𝐶2 + 𝐵𝐶2 = 𝐴𝐴1
2 + 𝐶𝐴1

2 − 2 𝐴𝐴1 ∙ 𝐶𝐴1 cos𝜑 + 𝐵𝐶2 =

= 𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 − 2𝑎𝑏 cos𝜑
чтд
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Напоминание. Расстояние от точки до ребра двугранного угла
Утв 2. Еcли внутри двугранного угла величины 𝜑 взята точка 𝑀 на расстояниях 𝑎 и 𝑏 от граней 
двугранного угла, то ее расстояние до ребра двугранного угла равно

𝛼 ∩ 𝛽 = 𝑙, 𝑑 𝑀; 𝛼 = 𝑎, 𝑑 𝑀; 𝛽 = 𝑏

⇒ 𝑑 𝑀, 𝑙 =
𝑎2+𝑏2+2𝑎𝑏 cos 𝜑

sin 𝜑
.

Доказательство: 𝑀𝐴 ⊥ 𝛼, 𝑀𝐴 = 𝑑 𝑀; 𝛼 = 𝑎, 𝑀𝐵 ⊥ 𝛽, 𝑀𝐴 = 𝑑 𝑀; 𝛽 = 𝑏
𝑑 𝑀, 𝑙 = 𝑀𝑃 ⊥ 𝑙

ТТП
𝐴𝑂 ⊥ 𝑙, 𝐵𝑂 ⊥ 𝑙 ⇒ 𝑃 = 𝑂, 𝑂𝑀 – искомая величина

𝐴,𝑀, 𝐵, 𝑂 лежат на одной окружности с диаметром 𝑂𝑀

Т sin

𝐴𝐵

sin𝜑
= 2𝑅 = 𝑑 = 𝑂𝑀

⊿𝑀𝐴𝐵
Т cos

𝐴𝐵2 = 𝐴𝑀2 + 𝐵𝑀2 − 2𝐴𝑀 ∙ 𝐵𝑀 cos 180° − 𝜑 = 𝑎2 + 𝑏2 + 2𝑎𝑏 cos𝜑

⇒ 𝑑 𝑀, 𝑙 = 𝑂𝑀 =
𝑎2+𝑏2+2𝑎𝑏 cos 𝜑

sin 𝜑
чтд
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Теорема косинусов (первая) для трехгранного угла
Теорема 3. 𝑴𝐴𝐵𝐶 – трехгранный угол, в котором ∠𝐴𝑀𝐵 = 𝛼, ∠𝐴𝑀𝐶 = 𝛽, ∠𝐵𝑀𝐶 = 𝜑
- плоские углы, а двугранный угол 𝐵 𝐴𝑀 𝐶 при ребре 𝐴𝑀, противолежащем 
плоскому углу 𝜑, равен 𝜑дв, тогда 

cos𝜑 = cos𝛼 ∙ cos 𝛽 + sin 𝛼 ∙ sin 𝛽 ∙ cos𝜑дв (*)

Доказательство: пусть точки 𝐵 и 𝐶 таковы, что 𝑀𝐵 = 𝑀𝐶 = 1. 
Спроецируем эти точки на прямую 𝐴𝑀, 
пусть 𝐵1 = 𝑃𝑟⊥𝐴𝑀 𝐵 , 𝐶1 = 𝑃𝑟⊥𝐴𝑀 𝐶 . 
Тогда 𝐵𝐵1 = sin 𝛼, 𝐶𝐶1 = sin 𝛽, 𝐵1𝐶1 = cos𝛼 − cos𝛽 .
Пространственная теорема косинусов:

𝐵𝐶2 = 𝐵𝐵1
2 + 𝐶𝐶1

2 + 𝐵1𝐶1
2 − 2𝐵𝐵1 ∙ 𝐶𝐶1 ∙ cos𝜑дв

𝐵𝐶2 = sin2 𝛼 + sin2 𝛽 + cos2 𝛼 + cos2 𝛽 − 2 cos 𝛼 ∙ cos 𝛽 − 2 sin 𝛼 ∙ sin 𝛽 ∙ cos𝜑дв =

= 2 − 2 cos𝛼 ∙ cos 𝛽 − 2 sin 𝛼 ∙ sin 𝛽 ∙ cos𝜑дв
По теорема косинусов для ⊿𝐵𝑀𝐶: 
𝐵𝐶2 = 𝑀𝐵2 +𝑀𝐶2 − 2𝑀𝐵 ∙ 𝑀𝐶 ∙ cos𝜑 = 2 − 2 cos𝜑, откуда следует (*)         чтд



Следствие теоремы косинусов для трехгранного угла

Следствие 1. cos𝜑дв =
cos 𝜑−cos 𝛼∙cos 𝛽

sin 𝛼∙sin 𝛽

Следствие 2 (вторая теорема косинусов).  cos𝜑 =
cos 𝜑дв+cos 𝛼дв∙cos 𝛽дв

sin 𝛼дв∙sin 𝛽дв

cos𝜑дв = −cos𝛼дв ∙ cos 𝛽дв + sin 𝛼дв ∙ sin 𝛽дв ∙ cos𝜑

Следствие 3. (Эквивалент теоремы 1).
В трёхгранном угле величина каждого плоского угла меньше суммы величин 
двух других его плоских углов.
Доказательство:

cos𝜑 = cos𝛼 ∙ cos 𝛽 + sin 𝛼 ∙ sin 𝛽 ∙ cos𝜑дв >
> cos𝛼 ∙ cos 𝛽 − sin 𝛼 ∙ sin 𝛽 = cos 𝛼 + 𝛽
Значит, 𝜑 < 𝛼 + 𝛽

чтд



Теорема синусов для трехгранного угла
Теорема 4. 𝑴𝐴𝐵𝐶 – трехгранный угол, в котором ∠𝐴𝑀𝐵 = 𝛼, ∠𝐴𝑀𝐶 = 𝛽, 
∠𝐵𝑀𝐶 = 𝜑 - плоские углы, а двугранный угол 𝐵 𝐴𝑀 𝐶 при ребре 𝐴𝑀, 
противолежащем плоскому углу 𝜑, равен 𝜑дв, тогда 

sin𝜑дв
sin𝜑

=
sin 𝛽дв
sin 𝛽

=
sin 𝛼дв
sin 𝛼

Доказательство: cos𝜑дв =
cos 𝜑−cos 𝛼∙cos 𝛽

sin 𝛼∙sin 𝛽

cos 𝛽дв =
cos 𝛽−cos 𝛼∙cos 𝜑

sin 𝛼∙sin 𝜑

sin2 𝜑дв = 1 − cos2 𝜑дв =
1−cos2 𝛼−cos2 𝛽−cos2 𝜑+2 cos 𝛼∙cos 𝛽∙cos 𝜑

sin2 𝛼∙sin2 𝛽

Тогда  
sin2 𝜑дв

sin2 𝜑
=

1−cos2 𝛼−cos2 𝛽−cos2 𝜑+2 cos 𝛼∙cos 𝛽∙cos 𝜑

sin2 𝛼∙sin2 𝛽∙ sin2 𝜑
=

sin2 𝛽дв

sin2 𝛽
=

sin2 𝛼дв

sin2 𝛼

чтд



Правильный трехгранный угол

Опр. Трехгранный угол называется правильным, если все его плоские 

углы равны между собой, т.е. 𝛼 = 𝛽 = 𝜑

Следствие. 

cos 𝛼дв = cos 𝛽дв = cos𝜑дв

cos𝜑дв =
cos 𝜑

1+cos 𝜑

cos𝜑 =
cos 𝜑дв

1−cos 𝜑дв



Задачи
1. Существует ли трехгранный угол с плоскими углами 90°, 20° и 120°?

НЕТ, т.к. 120° > 90° + 20° = 110°

2. Существует ли трехгранный угол с плоскими углами 40°, 30° и 70°?

НЕТ, т.к. 70° = 30° + 40°

3. Существует ли трехгранный угол с плоскими углами 100°, 150° и 110°

150° < 100° + 110°

НО: НЕТ, т.к. 100° + 150° + 110° = 360°

3. Существует ли трехгранный угол с плоскими углами 90°, 60° и 120°

120° < 90° + 60°

120° + 90° + 60° ≠ 360°

ДА



Задачи для самостоятельного решения
1. Плоские углы трехгранного угла равны 45°, 45° и 60°. Через его 

вершину проведена прямая, перпендикулярная одной из тех 
граней, плоский угол которой равен 45°. Найти угол между этой 
прямой и ребром двугранного угла, лежащим в упомянутой 
грани.

2. В трехгранном угле 𝑂𝐴𝐵𝐶 все плоские углы равны по 60°. Какой 
угол с плоскостью 𝐵𝑂𝐶 составляет ребро 𝑂𝐴?

3. Плоские углы трехгранного угла равны 45°, 60° и 90°. Найдите 
двугранный угол, лежащий против плоского угла в 60°.

4. В треугольной пирамиде две грани являются прямоугольными 
равнобедренными треугольниками, которые примыкают друг к 
другу гипотенузами и образуют угол 𝛼. Определить двугранный 
угол в этой пирамиде, ребром которого является катет 
прямоугольного треугольника. 


